MATEMATICAS |
Unidad 4: Resolucién de triangulos

Unidad 4: RESOLUCION DE TRIANGULOS

La calculadora cientifica en trigonometria

Las calculadoras cientificas nos dan directamente el valor de seno, del coseno o de
la tangente de cualquier &ngulo. También nos dicen cudl es el &ngulo del que conocemos el
valor de una de sus razones trigonomeétricas.

Recordemos, paso a paso, cdmo se recurre a la calculadora para trabajar en
trigonometria.

Seleccion del modo DEG (grados sexagesimales)

Las calculadoras manejan tres unidades de medida de angulos:
» Grados sexagesimales (DEG). Son los que utilizamos normalmente.

e Grados centesimales (Gra). Un dngulo recto tiene 100 grados centesimales. Nunca usaremos esta
unidad de medida.

e Radianes (raD). Esta unidad de medida de dngulos esta relacionada con el estudio funcional de
las razones trigonométricas (funciones trigonométricas). A partir de la proxima unidad se usara
con frecuencia.

Ahora utilizaremos, exclusivamente, los grados sexagesimales. Por tanto, selecciona en la calcula-

SETUP

dora el modo DEG, a partir de la tecla g o (), segin el modelo de calculadora.
Anotar un angulo. Tecla

Para escribir el dngulo 38° 25' 30", se procede as:

38(1)25(36()(38.9266666 7] e 38°25°3 6]
Se anota el dngulo en forma decimal. Se expresa el dngulo en forma sexagesimal.

En las CALCULADORAS DE PANTALLA DESCRIPTIVA, se€ procede del mismo modo:

- e RN
382536 (=)
88725 36"
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Calculo de una razén trigonométrica. Teclas

Para calcular sen (47° 25"), se procede asi:

476257 (431.41666661 = (0.713629335121)

Es decir, sen 47° 25' = 0,730
Andlogamente, se procede con coseno, [(es), y tangente, (tn] .
jAtencion! En algunas calculadoras antiguas, las teclas de las razones trigonométricas y sus inver-
sas se pulsan después del nimero correspondiente.
Por ejemplo, para hallar sen 47° se pulsa:
47 (sin])

tan”!

Funciones inversas: [I:] (Eem(em) ), fm:.) (Ew)(ees) ), () ((ewer)(an))

¢Cuil es el angulo cuyo seno vale 0,5? Sabemos que es 30°. La forma de preguntarselo a la calcula-
dora es ast:

Tsmﬂj (sin) 0,5 =) \ 3 G

Andlogamente:

Ejercicio 4 —1 .-(UTILIZACION DE LA CALCULADORA)

Utiliza la calculadora para realizar estas operaciones:
i) sen(452) — cos(602); ii) tan(209) + sen(2152) ;
iii) sen(2523024592) ; iv) cos( 2452102052)

Relaciones entre las razones trigopnométricas

Cada angulo agudo posee tres razones trigonométricas, mas otras tres razones
inversas. Se definen a partir de un triangulo rectangulo en el que aparezca dicho angulo.
Por el teorema de Tales sabemos que no dependen del tamafio del triangulo, pues todos los
triangulos rectangulos que tengan un angulo agudo igual son triangulos semejantes, y por
lo tanto proporcionales.

(En tu libro de texto encontraras la definicion de las razones trigonométricas asi
como varias formulas de las relaciones entre ellas.)

Aqui tienes un video de ayuda con las razones trigonomeétricas de un angulo agudo.
Video 4 — 1 : https://www.youtube.com/watch?v=_h7du090opKg

Unidad 4: Resolucién de triangulos Pagina 2


https://www.youtube.com/watch?v=_h7du09opKg

MATEMATICAS |
Unidad 4: Resolucién de triangulos

B YouTuhe ™ Buscar Q * i : INICIAR

P Pl o) 200/455

TRIGONOMETRIA: Razones trigonométricas de angulo agudo

Recuerda las razones trigpnomeétricas

En un tridngulo rectangulo, al lado de mayor longitud se le denomina hipotenusa, y a los
otros dos lados, catetos. A partir de un dngulo se denominan cateto opuesto o cateto
contiguo, segin como estén situados, en frente del &ngulo o formando parte del mismo.

Seno de un angulo es el cociente, o razon, entre el cateto opuesto del angulo y la
hipotenusa.

Coseno de un angulo es el cociente, o razon, entre el cateto contiguo y la hipotenusa.

Tangente de un angulo es el cociente, o razén, entre el cateto opuesto y el cateto contiguo.

O lo que es lo mismo, la tangente es el cociente entre el seno y el coseno.
sen a

tana =
cosa

El teorema de Pitagoras relaciona los tres lados de un triangulo rectangulo. Asi a partir de
dos de ellos se puede calcular el otro mediante una raiz cuadrada. Si llamamos ay b a los
catetos y ¢ a la hipotenusa se obtienen las siguientes formulas.

c=+a?2+b%; a=+c2—-b?% ;b= +c?—a?
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Ejercicio 4 — 2.-(RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS)
i) Visualiza el video y resuelve en tu cuaderno el mismo ejercicio que aparece
enél. Video4-1-a:
https://www.youtube.com/watch?v=mvSipYTgHOY

> >l o) 0:24/507

i) En el triangulo del video anterior, calcula la longitud de la hipotenusa.

Ejercicio 4 — 3.(TRIANGULOS RECTANGULOS)

A continuacion tienes un ejercicio resuelto para que lo estudies con atencién y lo resuelvas
en tu cuaderno como uno de los ejercicios que debes entregar como parte del examen de
evaluacion.

@O0 Halla las razones trigonométricas del dngulo 0. en cada uno de estos
tridngulos:

\’ 2 2
a) sen OL = 2L =0,28; cosoL = 2525_ Ll % =0,96; rgo.= % = 0,29
V11.62 - 82
b) sen o = 111,? 6_ & . 181,46 = 0,724

8 8,4
oa=—=0,69 ga=—2-=1,0
cos 1.6 9; 1g 3 5

2_ 2 84

= —/—/m—m—=—=
Bl N322 4602 68 17

=80 15 088 poed2eB
co:(x-68 17 0,88; g -5 0,53
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Ahora es tu turno, ta solo, trata de resolver el siguiente ejercicio que tiene dos
apartados.

Ejercicio 4 — 4-(TRIANGULOS RECTANGUL OS)

a) En un triangulo rectangulo un angulo agudo mide 37°, y el cateto opuesto 87 cm.
Halla el otro cateto y la hipotenusa.

b) Los dos catetos de un triangulo rectangulo miden 48 cm y 71 cm. Calcula, en
grados y minutos, los dos angulos agudos. (Tendras que utilizar la funcion arco de
las razones trigonomeétricas, en tu calculadora debes utilizar la tecla SHIFT, en este
ejercicio lo mas probable es que utilices la funcion arco tan)

Nota importante: las funciones arco

Las funciones arco nos permiten averiguar angulos y resolver ecuaciones
trigonomeétricas. Ejemplo: Halla el angulo en grados cuyo seno vale 0,5.

Se plantea asi sen x = 0,5y se resuelve tecleando: SHIFT sin 0,5 =y se obtiene 30
grados.

En este video te explican como calcular la altura a la que vuela un globo aerostatico
utilizando tridngulos rectangulos.
Video 4 — 1 — d: https://www.youtube.com/watch?v=HKPBF6AwIL4

@ YouTube ™ Buscar Q f INICIAR!

> »l o) 3:56/10:29

Si el problema anterior te ha parecido complicado, ahora veras que hay ejercicios
mucho mas sencillos.

En este video se calcula la altura de un arbol segin la sombra proyectada.
Video 4 — 1 — e: https://www.youtube.com/watch?v=sp0YaUG7Gi4
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3 YouTube ™ Buscar Q S
Un arbol proyecta una sombra de 17 m de longitud. 1
Desde el punto del terreno donde termina la sombra, el a Igebnfc
angulo de elevacion (formado por la horizontal y la sen=l cosal =2
visual dirigida a un objeto, cuando éste esta sobre la h h ca

horizontal) del extremo superior del arbol es de 52°.
+.Cuadl es la altura del arbol?

v

17m x

> >l o) 047/231

Ejercicio 4 — 5.-(TRIANGULOS RECTANGUL OS)

Para finalizar este apartado te propongo una tarea de investigacion. Localiza en tu
libro de texto o apuntes tres problemas con enunciado diferentes a los dos anteriores (que
se resuelva con triangulos rectangulos) y resuélvelos en tu cuaderno.

La calculadora cientifica nos puede ayudar en esta cuestion: “CALCULAR UNA
RAZON TRIGONOMETRICA CONOCIENDO OTRA”,

CALCULO DE UNA RAZON TRIGONOMETRICA
CONOCIENDO OTRA

Sabemos que cos o= 0,63. ;Cudnto vale 1g o

Para resolver este problema, podemos recurrir a las igualdades fundamentales, pero también pode-
mos hacerlo directamente con las teclas trigonométricas de la calculadora:
(owe1) (c08) 0,63(=)(S 8.9488 1 4] (=)[1.23263068]

Angulo cuyo coseno es 0,63 — Su tangente es —

Con las CALCULADORAS DE PANTALLA DESCRIPTIVA pOdCIHOS pI’OCCdCI' 21HﬁlogillllCHIC:

~ |cos 1 (B.B3  [rancBn
(1) (22) 0,63(=) (@) =)=
Ad. 9498774 1. 232696868

Pero también se puede hacer directamente:

TANCCos-1 (AL Ba La tangente del angulo cuyo

(en) (079 () 0,63(2) 1.2279E9AE2 coseno es 0,63 vale 1,23269...
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Observa este otro ejemplo:

Sabemos que g o= 2. ;Cuanto vale cos o

=)

e(en) 2 (=)(63.43499488228)=)(0.94972135855) > cos a=0,447

g

El angulo cuya tangente es 2. El coseno de ese dngulo.

- cosiTRn-1 (2
Con PANTALLA DESCRIPTIVA: (cos) (str7) (tan) 2 (=)
4472135955

-2

Dada una razén trigonométrica, calcular las otras.

Las tres razones trigonométricas estan relacionadas por multitud de formulas. Las

mas importantes son estas dos: tan o= Se:;;‘ ; (sen «)? + (cos x)? =1

Utilizando estas formulas, a partir de una razon trigonométrica podemos calcular
las otras dos. En tu libro encontraras ejercicios resueltos a este respecto. Pero ahora mismo
que disponemos de calculadora cientifica podemos realizar esto de otra manera.

Ejercicio 4 — 6.-(CALCULO DE UNA RAZON TRIGONOMETRICA A PARTIR DE
OTRA)

A es un angulo agudo:

) Sabemos que cos A = 0.63, calcula tan A
i) Sabemos que tan A = 2, calcula el cos A

iii) Sabemos que sen A = 0.5, calcula el valor de cos A

En tu libro de texto puedes estudiar cdmo se definen las razones trigonométricas
para angulos que no son agudos, es decir, que miden mas de noventa grados. Busca en él y
encuentra el circulo goniométrico. (Ah, que no sabes lo que es, pues pregunta al amigo
google)

Signo de Sen, Cos y Tg, en los cuatro cuadrantes, haciendo
uso de la Circunferencia Goniométrica.

sen (a) cos (a)
1
2do Cuad sen (a) m m
a I}
cos(a)-| " &
3er Cuad e w w
tg (a)

Sen(a) ‘h
Tg(@) = ——
gie) = costm) "
Autor: http://diccio-mates.blogspot.com
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Atencion

Circulo goniométrico

El circulo se parte en cuatro cuadrantes, y se representa el angulo cero en la varilla
que corresponderia a las tres de la tarde. Para representar un angulo se gira en sentido
contrario a las agujas del reloj. MUY IMPORTANTE: EL RADIO DEL CIRCULO ES 1.

Has de captar la siguiente idea: un dngulo agudo se representa en el primer
cuadrante, un angulo llano en el segundo, y un angulo convexo en el tercero o el cuarto.
Las razones trigonométricas de un angulo no agudo se corresponden con las razones de
otro angulo agudo situado en el primer cuadrante.

Segundo 0.1) Primer
cuadrante (72 153) ) {f) cuadrante
e . \2’ 2
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2 2/ ;"\\ 19 7 / \
o 1\.‘,\“ r‘/‘ iy
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‘ & o TJ - -,.\ v,/" e T e {.—'— Y )
2 ) Q\\ \\ / > ’/ P
6 /”’ /
*\‘\\ \ \ / > = )
1216 \\ \ Lo 15712
oy T W / /"/
(=1.0) & a wg’ O _o4-(10)
//ﬁ:'/a \\\\ .
195 // / 5 ’/ '\\\\.. 4 Z
2 // 7 \\\\\Q 12
,',m ‘/ s
(-3 -1\ ¢ \ ~LVE -
k‘ 2 I ‘// \\\ 315 A s ( 2 : )

5 = 240 00 N NE] J7\

‘ | w4 ;/ﬂ/ " A I \\ N : é e

' : A 17 14 19 3\ . =y

Tercer (=12 a;’-.' 7 T T ‘,'1 ~va,  Cuarto
TR v S Yo
cuadrante |2 "2 ) o 272 ) cuadrante

Los valores en pares ordenados son (seno, coseno)

Un angulo A situado en el segundo cuadrante se corresponde con el angulo
180° - A situado en el primero, y los valores de seno son iguales y los de coseno y tangente
opuestos. Ejemplo: 135° se corresponde con (180 — 135 = 45) el angulo de 45° y sus
razones son: sen 135 =sen 45 ; cos 135 =-cos 45 ; tan 135 = - tan 45
(Puedes comprobar estas igualdades mirando los valores en la imagen superior)

Un angulo B situado en el tercer cuadrante se corresponde con el angulo B -180°
situado en el primero, y los valores de tangente son iguales y los de seno y coseno
opuestos. Ejemplo: 195° se corresponde con (195-180 = 15) el angulo de 15° y sus razones
son: sen 195 =-sen 15 ; cos 195 =-cos 15 ; tan 135 = tan 15
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Un &ngulo C situado en el segundo cuadrante se corresponde con el angulo 360°- C
situado en el primero, y los valores de coseno son iguales y los de seno y tangente
opuestos. Ejemplo: 335° se corresponde con (360 - 335 = 25) el &ngulo de 25° y sus
razones son: sen 335 =-sen 25 ; cos 335 =cos 25 ; tan 335 =-tan 25

Es interesante la idea de angulo negativo, y como se representa en el circulo
haciendo girar en el sentido de las agujas del reloj.

MEDIDA DE LOS ANGULOS

ANGULO POSITIVO ANGULO NEGATIVO
La medida de un angulo sera un La medida de un angulo sera un
numero positivo si su lado inicial fijo numero negativo si su lado inicial
esta en el eje horizontal positivo y su fijo esta en el eje horizontal positivo
lado terminal que se ha movido en y su lado terminal que se ha movido
contra de las manecillas del reloj. a favor de las manecillas del reloj.

Aqui el signo del angulo sélo representa la direccion del mismo

Atencion un angulo negativo

Un angulo negativo equivale a un angulo positivo, y para averiguar cudl es se le
suma 360° las veces que sea necesario. Ejemplo: -1000° equivale a -1000+ 360 = - 640 que
a su vez equivale a - 640 + 360= - 280, que a su vez equivale a — 280 +360 = 80° que es un
angulo agudo situado en el primer cuadrante.

Después de esta introduccion te recomiendo un video para que visualices todo esto.
Video 4 — 4 — 0 : https://www.youtube.com/watch?v=3Nh-Jynv46E

3 YouTube® Buscar Q

wn Ugo-¥) = ok
(os(48o-r) = — Ol

> P o) 329/1618

Trigonometria - Reduccion al primer cuadrante SECUNDARIA (4°ESO)
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Ejercicio 4 — 7.-(RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS HABITUALES)

En el siguiente video te explican un truco para recordar las razones trigonométricas
de unos angulos muy habituales. Echale un vistazo y escribe en tu cuaderno una tabla con
las razones trigonométricas de los angulos 0° 30° 45° 60° 90° que debes aprender de
memoria.

Video 4 — 4 —a: https://www.youtube.com/watch?v=hnQu3wOj5BU

3 YouTube = Buscar Q Py

> M o) 409/549

TRUCO Razones trigonométricas de 0° 30° 45° 60° 90°

En este otro video se calculan las demas razones trigonométricas de un angulo que
pertenece al segundo cuadrante y del que sabemos que su tangente vale -12/5.

Video 4 — 4 — b : https://www.youtube.com/watch?v=D CcZCc3GXI

3 YouTube ™ Buscar Q 1+

> »l o) 005/7:29
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Si un tridngulo no tiene un angulo recto, las férmulas anteriores no son vélidas y
necesitamos otras formulas nuevas que relacionen las razones trigopnométricas de sus
angulos con la medida de sus lados. Las mas importantes son:

i) Teorema de los senos
i) Teorema del coseno

Teorema de los senos

En un tridngulo cualquiera de lados @, 4, ¢ y dngulos ;1\, B, é, se cumplen
las siguientes igualdades:
a b

a __c
sen/‘/l\ sen § sen @

El teorema de los senos da lugar a tres igualdades:

a ___b b ¢ a___ ¢
senzfl\ sen ﬁ sen ﬁ sen @ sm/{l\ sen @

Cada una de ellas relaciona dos lados con los dngulos opuestos. Por tanto, con ellas se puede resolver un tridn-
gulo en el cual los datos y las incégnitas sean dos lados y sus dngulos opuestos. (Recordemos que conocer dos
dngulos es equivalente a conocer los tres).

TRIANGULOS QUE SE PUEDEN RESOLVER

DATOS INCOGNITA

Dos angulos y un lado | Otro lado

Dos lados y el angulo

Otro édngulo
opuesto a uno de ellos

Teorema del coseno
El teorema de Pitdgoras se generaliza para tridngulos cualesquiera mediante las siguientes igualdades:

En un tridngulo cualquiera se cumple que:
2 _§2 . a2 N
a*=b*+c*—2bc cos A
A
b%=c?+ a® - 2ca cos B

A
2=d?+b%2-2abcos C

Un consejo por si quieres aprovecharlo: Localiza en tu libro de texto ejemplos de
coémo se utilizan estas férmulas para resolver triangulos. Estudialos con atencién.

NOTA IMPORTANTE
Resolver un tridngulo quiere decir calcular los lados y &ngulos no conocidos.
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Ejercicio 4 —8.-(RESOLUCION DE UN TRIANGULO CUALQUIERA)

Resuelve en tu cuaderno el ejercicio que aparece resuelto en este video donde se

utiliza el teorema de los senos.
Video 4 — 5 — a : https://www.youtube.com/watch?v=r2DZSxFLRKO0

D YouTube ™ Buscar Q S+ S INICIAR S|

P Pl ) 0:15/659

Ejercicio 4 —9.-(RESOLUCION DE UN TRIANGULO CUALQUIERA)

Resuelve en tu cuaderno el ejercicio que aparece resuelto en este video donde se

utiliza el teorema del coseno.
Video 4 — 5 — b : https://www.youtube.com/watch?v=CYHW!I 7dldw

@ YouTube ™ Buscar Q * i : INICIAR €

P Pl o) 413/11:38
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Ejercicio 4 —10.-(RESOLUCION DE UN TRIANGULO CUALQUIERA)

Resuelve el siguiente ejercicio utilizando el teorema del coseno.
A
Conocemos a = 132m, b =213 m, c=156m. Calcular el dngulo B.

Ejercicio 4 —11.-(RESOLUCION DE UN TRIANGULO CUALQUIERA)

Resuelve el siguiente ejercicio utilizando el teorema de los senos.
A
La distanciade A a B es 47 m. Conocemos los dngulos A-1 09°, B = 58° ;Cudl es la distanciade B a C?

A C

2.3. A partir de un enunciado, dibuja el triangulo que describe la
situacion y lo resuelve.

Ejercicio 4 —12.-(RESOLUCION DE UN PROBLEMA CON TRIANGULOS)

Resuelve el siguiente ejercicio dibujando el triangulo que describe la situacion.

BT Cuando los rayos del sol forman 40° con el suelo, la sombra de un drbol
mide 18 m. ;Cudl es su altura?

Ejercicio 4 —13.- (RESOLUCION DE UN PROBLEMA CON TRIANGULOS)

Resuelve el siguiente ejercicio dibujando el triangulo que describe la situacion.

Un avion vuela entre dos ciudades, A y B, que distan 80 km. Las visuales des-
deelaviona 4 ya B forman angulos de 29° y 43° con la horizontal, respecti-
| vamente. ¢A qué altura esta el avion?

Ejercicio 4 — 14.- (RESOLUCION DE UN PROBLEMA CON TRIANGULOS)
Resuelve el siguiente ejercicio dibujando el triangulo que describe la situacion.
Para medir la anchura de un rio se mide el angulo bajo el que se ve un arbol en la otra orilla, con el resultado de

58°. Al separarnos 24 m de la orilla en direccion perpendicular a ella, el nuevo angulo bajo el que vemos el arbol
es de 36°. Calcula: a) la anchura del rio; b) la altura del arbol.
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Ejercicio 4 —15.-(DIFICULTADES EN LA RESOLUCION DE TRIANGULOS)

Localiza en tu libro de texto o en tus apuntes dos ejercicios de trigonometria con las
siguientes caracteristicas.

En el primero, lo podemos plantear pero al intentar resolverlo no hay solucion.

En el segundo, lo planteamos y tratamos de resolverlo con el teorema de los senos y
obtenemos dos soluciones distintas, es decir, dos tridngulos que cumplen las condiciones
del enunciado.
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